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1. 摘要 
主要是從事電場對雙元合金在薄膜－
液體交界面之穩定性研究，分析時允許電
場方向與凝固結晶中之方向有一偏離的角
度。電場影響到系統交界面的溶質濃度和
梯度；且因薄膜、液相的電傳導係數不同，
使得交界面的擾動振幅會使電場亦產生擾
動。而在凝固平面中一方向受電場的作用
而另一方向沒有電場的作用，會產生非對
稱的效應。 
2. 緣由與目的 
 固－液面形態不穩定性的理論為 
Mullins 和 Sekerka [1] 所提出，其理論
忽略固相中溶質的擴散效應，而將所探討
之系統設定在液相半無限區域中，進而建
立了線性動態理論。Wollkind 和 Segel [2] 
則利用擾動法研究弱非線性的動態行為，
求得振幅的 Landau方程式後，即可判斷非
線性的分歧結構是屬於超臨界穩定或亞臨
界不穩定的形態。 
 雙元合金在定向凝固的製程中，大部
分都使用電爐來控制生產品質，因此經過
固相和液相交界面的電流作用應納入影響
這項技術中濃度的控制因素。由於電場效
應被考慮而產生更多額外的因子影響界面
形態穩定性，至少包括了溶質的電位移、
不同的電傳導率會影響濃度的再分佈、熱
電效應和影響溫度分佈的焦耳熱等。 
 Warner 和 Verhoeven [3]做了電場效
應對溶質在凍結界面分凝－Bi-Sn的實
驗，他們發現凝固系統的形態穩定性不能
僅由過冷準則 (constitutional 
supercooling criterion) 所決定。
Okamoto 等人 [4] 以 Mullins 和 Sekerka 
[1] 的理論為基礎推導出一個簡單的含電
場效應之線性穩定性分析。然而該線性穩
定性分析僅限於非振盪模式。 
 Wheeler 等人[5] 推導一個更廣義的
線性穩定性理論，當中他們允許固、液相
的電傳導係數有不同的值，此效應會增進
電場的擾動，他們發現電場可以實質的修
正凝固系統的穩定性，更進一步証實在電
場的作用下，振盪不穩定模式通常以短波
的模式出現。此後 Wheeler 等人研究含焦
耳熱和熱電效應之線性與弱非線性的穩定
性理論 [6][7]。 
然而，上述的研究中所考慮的電場均
是軸向的，亦即它的方向與凝固成長的方
向相一致。值得探討的是，當電場的方向
是非軸向時即與凝固成長的方向有一夾
角，將會造成什麼樣的影響？在這個情況
下 Wheeler 等人 [5]所觀察出的模式解可
能會變成振盪模式。 
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圖一、液相磊晶薄膜系統的物理模型圖 
 
4. 基本解及線性穩定性分析 
使用正則線性分析，可以得到系統的特徵
方程式。由此特徵方程式可以找到系統的臨界
條件，以及振幅擾動成長率 rσ  (growth rate) 、
振幅擾動頻率 iσ 、波數 a(wave number), 
222 qpa +=  與各項物理參數間的數量級關
係。令基本解 )(0 zc ， ),(0 zxLφ ， ),(0 zxSφ ， 00 =h  
(直線形態邊端 )， ),,(1 zyxc ， ),,(1 zyxLφ ，
),,(1 zyxSφ ，， ),(1 yxh 為微小擾動， ..cc 表共軛
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由耗散方程式中定義一個新的參數的關係
式, ))1/(( MkkGg −≡ .在圖二中使用如下
資料: 1.0=k , 1.0=Σ , 4100.2 −×−=M , 
810−=U , °= 45θ ,由下而上, 
曲線１(藍色): 05.0−=α , 
曲線 2(粉紅色)： 00.0=α , 
曲線 3(黑色)： 05.0+=α . 
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圖二中顯示以不同的電場強度α ,變量波數
a（水平方向）與函數 g （垂直方向）之變
化圖 
 
5. 非線性穩定性分析 
現在，為了分析弱非線性穩定性，簡
易地對相關變數以微小參數的觀點做展開 
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統御方程式： 
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最後由邊界條件令一階共振項係數為零即
可求得 Landau方程式 
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6. 結論 
本計畫第一年以弱非線性的穩定性理
論推導出一條Landau方程式來研究凝態薄
膜的製程與界面動態行為動態行為。經由
線性穩定性分析時發現，結果顯示由於電
場的偏轉下會產生振盪的效應即頻率不為
零。 
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p
q
a
 
圖三、陰影區促成線性不穩定模型，
而線性不穩定模型可促成二維空間的微小
擾動波前緣變形產生 
 
函數 g 在波數為 a 有相同的臨界值 
(見圖三)，由於 222 qpa += ，對函數 g 以微
小參數的觀點做展開時，在波數為大小 a 之
空間上的任何一波向量均可能發生，而其所對
應的振盪頻率亦為不同，因此其非線性波
為無限多個微小波向量的疊加態。(見圖
四、五) 
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原本平坦的界面，受到偏離角度和強度的
電場的作用，由於空間中振盪的頻率不
同，非線性波微小擾動，隨著時間的增加，
產生水平的行波效應及垂直的脈動，讓界
面變得沒有秩序井然。 
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